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RESUMO

A Equacgdo de Richards é uma equacdo diferencial parcial parabolica nao-linear que governa o processo de infiltra-
¢ao de agua no solo. Uma solugdo analitica é utilizada para avaliar a acurdcia e desempenho da solucdo da equacdo pelo
método de volumes finitos. As condicoes de contorno utilizadas sao potencial capilar prescrito constante no bordo inferior e
Sfluxo prescrito constante no contorno superior. Foram simulados nove casos variando o refinamento da malha no tempo e no
espago. A evolucdo temporal dos erros apresenta um comportamento similar a wm processo advectivo-difusivo, propagando o
erro na diregio do fluxo e atenuando-o com o avango do tempo. Os erros sGo tao menores e a conservacdo de massa é tao
melhor quanto maior o refinamento no tempo e, sao pouco dependentes do refinamento no espago. Da mesma forma é o com-

portamento do erro de varidaveis secundarias.

Palavras-chave: volumes finitos; equacdo de Richards; solu¢do analitica; erros numéricos.

INTRODUCAO

A infiltracao e movimento de dgua no solo
sao importantes para solucionar problemas praticos
em areas como hidrologia, ciéncia dos solos, irriga-
¢ao e drenagem, gestao de recursos naturais e ou-
tros (Ross, 1990). Para isto, fazse uso de solucoes
analiticas ou numéricas da Equacao de Richards
(Richards, 1931) que governa o escoamento transi-
ente da dgua em solos, ou até modelos empiricos
(Chow; Maidment; Mays, 1988).

As solucoes analiticas da Equacao de Ri-
chards sao comumente usadas para avaliar e compa-
rar o desempenho e a acurdcia de esquemas numé-
ricos (Ross; Parlange, 1994). As solucoes analiticas
da equacao diferencial também oferecem informa-
¢oes importantes sobre a fisica do fendmeno e per-
mitem identificar a relacao e dependéncia do resul-
tado com as varidveis. Em contrapartida, métodos
numéricos, que podem ser ferramentas poderosas
para resolver problemas complexos e nao-lineares,
usualmente nao fornecem informacoes suficientes
sobre a solucao (Menziani; Pugnaghi; Vincenzi,
2006).

Todavia, solucoes analiticas da Equacao de
Richards sao poucas e dificeis de obter. A maioria
delas deriva de linearizacoes da equacao, baseadas
em consideracoes a respeito da difusividade da dgua

no solo e da dependéncia da condutividade hidrau-
lica com o teor de umidade do solo (Basha, 2000).
As consideracoes mais comuns sao: a dependéncia
exponencial da condutividade hidrdulica com o po-
tencial capilar e a difusividade da agua no solo cons-
tante ou proporcional ao inverso do teor de umida-
de.

Dada a raridade de solucoes analiticas da
equacao de Richards e a grande amplitude de apli-
cacoes em diversas areas da ciéncia o objetivo deste
trabalho é avaliar o desempenho de esquemas nu-
méricos para solucionar a Equacao de Richards sob
a condicao de fluxo na superficie.

Os resultados do esquema numérico de vo-
lumes finitos sao confrontados com uma solucao
analitica desenvolvida por Mannich (2008), a partir
da qual sao avaliados os erros numéricos.

Escolheu-se estudar a solucao da equacao
de Richards com o método dos volumes finitos, pois
hd pouca literatura a respeito, e solucoes numéricas
com os métodos de diferencas finitas e elementos
finitos ja foram amplamente estudadas e apresentam
grandes erros de balanco de massa, principalmente
em malhas mais grosseiras (Celia et al., 1990).

Este artigo estd organizado em 4 sessoes: a-
presentacao da solucao analitica, descricio do es-
quema numérico, avaliacao dos erros numéricos e
desempenho do método, conclusoes das analises.
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SOLUCAO ANALITICA

A Equacao de Richards, que governa o es-
coamento nao-saturado vertical 1-D é dada por:

|

onde z. [L] é a coordenada vertical, positiva no sen-
tido de baixo para cima, K. [L/T] é a condutividade
hidraulica nao saturada que é funcao do potencial
capilar y [L], 6 [L’/L’] é a umidade, e t. [T] repre-
senta o tempo.

A dependéncia da condutividade hidrdulica
e da umidade com relacao ao potencial capilar sao
dadas, respectivamente, pelas seguintes relacoes
constitutivas (sendo a primeira proposta por Gard-
ner (1958)):
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onde Kg [L./T] é a condutividade hidraulica satura-
da, 0, [L?/1L?] é a de umidade residual, 05 [L?/L?] é
a umidade de saturacao, e a [1/L] é o parametro
que avalia a pressao de entrada de ar e que repre-
senta a taxa de reducao da condutividade hidraulica
e da umidade para y cada vez menor.

As condicoes de contorno aplicadas sao po-
tencial capilar prescrito y, no bordo inferior da ca-
mada de solo, z. = 0, e fluxo prescrito constante qg*
na superficie do solo, z. = L..

A condicao inicial € a distribuicao do po-
tencial capilar correspondente a solu¢ao estaciona-
ria da equacao (1) sob a mesma condicao de poten-
cial capilar prescrito y, no bordo inferior e fluxo
prescrito q, na superficie, a qual é dada por (Man-
nich, 2008):

_eaWO

(4)
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Mannich (2008) obteve uma solucao anali-
tica para estas condicoes, linearizando a equacao (1)
através das equacoes (2) e (3), a qual é solucionada
pela transformacao de Laplace fornecendo:

\v(z,t)=$ln{qg —(ap —e*")e™ —4(qp —q,)

sen[Lkn]sen[zXn]e_}”% !
1+1/2+ 2022
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n=1

O valor de A, € obtido através da n-ésima ra-
iz positiva da equacao caracteristica:

tan (LA, )+ 21, =0 (6)

Por conveniéncia foram definidos alguns
parametros adimensionais:

z=o0z. talque L=oL. (7)

t=aKgt. /(65 —6,) (8)

qa =qa/Ks e qp=qp/Kg 9)

A vazao especifica de descarga a uma de-
terminada altura z da camada de solo para qualquer
tempo € obtida pela expressao:

q. =K,qp —2K{ (QB —qa )CL/Qe_t/4 )

+ sen(z?»n )J sen(L?»[1 )e_x‘?‘ ‘
1+1/2+21A%

(10)

i [QKH cos(zh,, )

A solucao analitica apresentada foi também
obtida por Srivastava e Yeh (1991), a qual é uma
particularizacao da solucao desenvolvida por Man-
nich (2008), cuja condi¢ao de contorno superior
contempla um fluxo transiente.

SOLUCAO NUMERICA

A discretizacao da equacao (1) pelo método
dos volumes finitos é realizada por meio da integra-
¢ao em volumes de controles elementares e interpo-
lacao. O resultado é uma equacao algébrica.

A equacao (1) é escrita em funcao de duas
variaveis 0 e y, portanto, tanto para solucoes analiti-
cas quanto numéricas é necessirio uma equacao
que relacione ambas, neste trabalho dada pela e-
quacao (3). Para facilitar a solucao numeérica é pre-
ciso escrevé-la em funcao de uma das variaveis. A
forma mais comum é deixa-la em funcao apenas da
variavel y (Célia; Bouloutas; Zarba, 1990):
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Milly (1988) mostrou que resolver a equa-
cao (11) (base-y) gera maiores €rros na Conservacao
de massa devido a avaliacao do termo C(y). No en-
tanto, Rathfelder e Abriola (1994) afirmam que
bons resultados no balanco de massa podem ser ob-
tidos através de uma discretizacio apropriada do
termo C(y). Segundo Hills et al. (1989) o maior
beneficio de resolver a equacao de Richards na base-
0 é que as func¢oes hidraulicas do solo geralmente
apresentam menor nao linearidade em relacao a
equacao na base-y. Todavia na base-y a aplicacao
nao possui problemas em solos em camadas, nos
quais y € continua na interface enquanto 6 nao é
(Brunone et al., 2003), e apesar de ser nao conserva-
tivo (Zaidel; Russo, 1992) a forma usualmente mais
utilizada é a base-y (Hills et al., 1989).

Os métodos numéricos sofrem com pro-
blemas de erros numeéricos e conservacao de massa.
A solucao da equacao de Richards na forma mista
nao produz erros de conservacao de massa, todavia
boa conservacao de massa nao garante bons resulta-
dos numéricos. Em vista disso é mais comum resol-
ver a equacao na base-y (Célia; Bouloutas; Zarba,
1990).

Isto posto, a equacao de Richards serd resol-
vida na base-y pois futuramente pretende-se esten-
der o modelo desenvolvido também para solos em
diversas camadas homogéneas.

Volumes finitos

A equacao (11) foi discretizada em volumes
finitos com formula¢ao implicita, na qual o valor da
varidavel que entra no cdalculo do fluxo difusivo ¢é to-
mado como a média aritmética do valor da variavel
no inicio e no fim do intervalo de tempo, notada-
mente conhecido como método de Crank-Nicolson.
A interpolacao do termo difusivo foi aproximada
como uma funcao linear de diferencas centrais en-
tre os pontos nodais (Maliska, 2005). A equacao re-
sultante apresenta a forma (Mannich, 2008):
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e K foi calculado através da média geométrica dada
por:

inil/Q = \/K?K?ﬂ

Haverkamp e Vauclin (1979) avaliaram a so-
lucao por diferencas finitas utilizando diversas fun-
coes para avaliar a condutividade hidraulica na in-
terface entre os nés concluindo que a funcao com
melhor desempenho é a média geométrica.

O indice i representa o espaco € n o tempo.
As equacoes de (14) a (17) valem apenas para os
noés internos, i=2,N-1. No método dos volumes fini-
tos s6 ha volumes dentro das fronteiras e a condi¢cao
de contorno inferior é um potencial capilar cons-

(18)

tante y,, que se dd na face do volume adjacente a
fronteira. Desta forma a condicao na fronteira infe-
rior, i=1, utilizando um volume ficticio, na forma da
equacao (13) altera os parametros:

ay =0 (19)
ap=-ap =1 (20)
bp =y, 21)

Para a condicao de contorno superior, i=N,
o fluxo conhecido atravessa a face do volume adja-
cente a fronteira. Utilizando um volume ficticio na
fronteira, os parametros apresentam a forma:

(22)

ap =ay =1

ag =0 (23)
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A condicao inicial foi tomada como a solu-
cao do estado estacionario, assim como na solucao
analitica. As equacoes anteriores podem ser facil-
mente simplificadas para o caso estacionario.

A Figura 1 apresenta um esquema do pro-
blema resolvido pelo método de volumes finitos.

W ° W 1 —> Volume Ficticio
° 9 Contorno Superior
° 3
° N-2
° N-1 Contorno Inferior
b N — Volume Ficticio

Figura 1 — Esquema do método dos volumes finitos.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A avaliacao do desempenho computacional
e da acuracia do método dos volumes finitos foi rea-
lizada confrontando seus resultados com a solucao
analitica apresentada. Foram simulados 9 casos, va-
riando o refinamento da malha de acordo com a
Tabela 1.

Tabela 1 — Numeracao dos casos simulados

dz (m)
0.1 0,01 0,001
1 1 2 3
(ﬁt) 0.1 4 5 6
r 0,01 7 8 9

Para a simulacao foi considerado um solo
hipotético com caracteristicas proximas de solos
arenosos, para os quais a equac¢ao (3) pode ser apli-
cada. Os pardmetros adotados foram 6g=0,5,
0,=0,1, o =10 m*, K = 3,0x10° m/s, y, =0 (lencol
freatico em z=0), L. =1 m (altura da coluna de so-

lo), q,"=3,0x10" m/s e q3° = 2,5x10° m/s. A dura-
¢ao da simulacao foi de 100 horas, tempo para o
qual a solucao alcancou o estado estaciondario. Na
determinacao da solucao analitica o somatorio das
equacoes (5) e (11) foram realizadas até a conver-
géncia com erro inferior a 1x10"” e a busca das rai-
zes da equacao (6) foi realizada por um método
combinado de bissecao e Newton-Raphson também
com erro de 1x107? (Mannich, 2008).

Balanco de massa

O balanco de massa (BM) do método nu-
mérico é definido como a razao entre o volume de
agua acumulada e o fluxo liquido entre as faces do
dominio (Célia; Bouloutas; Zarba, 1990). Esta defi-
nicao é matematicamente expressa como:

BM = Tél(ei““ — 00 )Az/?{Kf\]_l/g

i (25)
vl -y}

Z

W%\I - \V%\I—l
Az

_KJ

x +1[-K], +1[pAt

A Figura 2 apresenta a variacao do balanco
de massa com o tempo no inicio da simulacao. Ob-
serva-se que o comportamento do BM ¢é indepen-
dente do refinamento no espaco, exceto por pe-
quenas diferencas imperceptiveis graficamente. E
quao mais refinada a malha no tempo, melhor o BM
e, mais rapidamente converge para a unidade, o que
indica conservacao de massa. O mesmo nao ocorre
para o caso das diferencas finitas, na qual o BM con-
verge mais lentamente para 1 e é maior ou menor
do que 1, ou seja, ora produz massa, ora consome,
dependendo do refinamento da malha (Mannich,
2008).

1,04
0,9
0,8
Z 0,74
06 —o—dt=1hr (1,2¢3)
. —4&—dt=0,1 hr (4,5¢6)
——dt=0,01 hr (7,8¢9)
0,5
T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t (hr)

Figura 2 — Balanco de massa
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Figura 3 — Comparacao analitico — numérico. A — caso 1. B casos 2 e 3. C casos 4 e 7.

D casos 5,6,8, € 9. (

Erros numeéricos

Os erros numéricos sao oriundos do méto-
do de aproximacao numérica, do refinamento da
malha e de procedimentos iterativos no processo de
calculo. O erro relativo é definido como:

(26)

) Solucao Analitica; (—¢—) Volumes Finitos.

onde, ¢ e y representam, respectivamente, os valo-
res das solucoes analitica e numérica no ponto cor-
respondente do tempo e espaco.

A Figura 3 apresenta a comparacao grafica
dos resultados analiticos (¢) e numéricos (y) dos
casos simulados em alguns instantes de tempo. A
Figura 4 ilustra a evolucao do erro relativo, dado
pela equacao (26), nos mesmos instantes de tempo.
O instante de tempo é dado em horas e indicado ao
lado de cada curva.
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Observa-se que para o caso 1 (Figura 3A e
4A) o esquema de volumes finitos fornece majorita-
riamente valores ligeiramente a esquerda da curva
analitica, ou seja, valores menores (mais negativos)
de y do que a solucao analitica para uma mesma
profundidade, z.. Observa-se o mesmo comporta-
mento para os casos 2 e 3 (Figura 3B, 4B e 4C). Para
os casos 4 e 7 (Figura 3G, 4D e 4G) o valor numérico
ora assume valores maiores ora menores do que a
solucao analitica, de forma que o erro relativo é ora
positivo, ora negativo. Para os casos 5, 6, 8 e 9 (Figu-
ra 3D) o erro € pequeno e o resultado numérico
sobrepoem-se a curva analitica, graficamente.

A partir da Figura 4 observa-se que a evolu-
cao temporal do erro é semelhante a propagacao de
um hidrograma num canal, um fenémeno difusivo-
advectivo.

Nos primeiros instantes de tempo os erros
sao maiores junto ao bordo superior, reduzindo-se
com o avanco do tempo e se sendo propagado na
direcao da base da coluna de solo. Isso pode ser vi-
sualizado pelo avanco do valor maximo do erro em
cada instante de tempo. Dessa forma o erro apresen-
ta um carater cinemadtico devido a propagacao e
difusivo devido a sua atenuacao conforme o avanco
no tempo. Estes comportamentos também sao ob-
servados na analise do erro absoluto (numerador da
equacao (26)) e no método das diferencas finitas,
porém em magnitudes distintas (Mannich, 2008).

A andlise conjunta das Figuras 3 e 4 corres-
pondentes a um mesmo caso permitem observar
que a propagacao do erro acompanha o avanco da
frente de molhamento na coluna do solo. A medida
que a agua infiltra, a umidade aumenta, e o poten-
cial capilar também (torna-se menos negativo). No
inicio da simulacao os erros préximos a base do solo
sao pequenos. No entanto, conforme o avanco da
agua infiltrada, atingindo a base do solo, os erros
aumentam. No caso do método das diferencas fini-
tas a aplicacdo da condicao de contorno inferior
pode se dar exatamente sobre o contorno, € 0s erros
sao consequentemente menores nesta regiao (Man-
nich, 2008).

Erros gerais

A Figura 5 apresenta o erro relativo médio
ao longo do espaco em alguns tempos avaliados, o
qual é dado pela expressao:

(60 =)/l

N

>

i=1

1
E—ﬁ- (26)

t (hr)

Figura 5 — Evolucao temporal do erro relativo
médio ao longo do espaco

Observa-se pela Figura 5 que o erro para
uma mesma discretizacao no tempo tende ao mes-
mo valor quando o tempo simulado tende a um no-
vo estado estaciondrio.

A Figura 6 ilustra o erro relativo de cada si-
mulacao. O método dos volumes finitos apresenta
um erro decrescente com o refinamento da malha
tanto no tempo quanto no espaco. No entanto, o
refinamento no tempo garante maior reducao do
erro do que o refinamento no espaco, para o qual a
partir de um certo incremento de espaco passa a
nao reduzir o erro significativamente como se ob-
serva na Figura 6. E para o caso 9 o erro é pratica-
mente zero.

i |
i |

E P

—m—dt=1hr
—e—dt=0,1 hr
—A—dt=0,01 hr

10°
dz (m)

Figura 6 — Avaliacao dos erros médios quadraticos
com o refinamento da malha
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Erros de variaveis secundarias

Muitas vezes na engenharia, varidveis se-
cundarias sao o foco de interesses na solucao de e-
quacoes diferenciais, calculadas a partir da solucao
numérica. Estudamos o caso do fluxo de dgua na
camada inferior do solo, z =0, para o qual também
hd solucao analitica dada pela equacao (10) fazendo
z=0. A Figura 7 ilustra a taxa de infiltracdo constan-
te e a descarga em z = 0, a qual é crescente até atin-
gir um valor constante e igual ao valor da infiltracao,
caracterizando o novo estado estaciondrio, no qual o
fluxo que entra € igual ao que sai.

Conhecido o potencial capilar em cada
ponto no espaco € no tempo, pode-se calcular o flu-
xo numa determinada elevacao e confronta-la com a
solucao analitica. As Figuras 8 e 9 apresentam a vari-
acao do erro relativo entre a solucao analitica e o
calculo do fluxo em z = 0. O erro relativo é calcula-
do por:

(DI

Al =(q) - )/Chi (27)

onde, q € a solucao analitica e @ é o fluxo calculado
numericamente através de:

vi-vl,

Az

o} =K/, +1 (28)

O erro do fluxo para o método de volumes
finitos apresenta um comportamento similar em
cada refinamento no espaco. Na Figura 8 a evolucao
temporal do erro do fluxo apresenta o0 mesmo com-
portamento para dz=0,1 m, alterando em valor
conforme o refinamento temporal. Inicialmente o
resultado numérico fornece valores cada vez maio-
res que o analitico, posteriormente valores cada vez
menores e depois tende a fornecer resultados mais
proximos do analitico, a0 mesmo tempo em que a
solucao tende ao novo estado estacionario.

Na Figura 9, que apresenta a evolucao do
erro do fluxo para dz = 0,01 m e dz = 0,001 m, o er-
ro maximo € da mesma ordem de grandeza que pa-
radz=0,1 m e o comportamento € similar. Todavia,
os valores negativos alcancados sao muito pequenos
e graficamente imperceptiveis na escala apresenta-
da. O valor numérico é predominantemente menor
do que o analitico, apresentando erro com um cres-
cimento rapido e posteriormente uma reducao ex-
ponencial tendendo ao erro nulo, quando a solucao
também tende ao estado estacionario.

2,5
2,0
@ 1,54
~
S
< 1,0
; Infiltracao
0,5 —o— Descargaem z =0
0)0 T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100
t (hr)

Figura 7 — Infiltracdo e descargaem z = 0
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0064 x
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Figura 8 — Erros no calculo do fluxo na base para
dz = 0,1 m.

O erro médio relativo em médulo para esta
varidvel secundaria é dado pela expressao:

CDI

T
j q1

A

J=1

(29)

A Figura 10 ilustra a variacao do erro médio
relativo do fluxo na base da coluna de solo em fun-
cao do refinamento da malha numérica. Observa-se
que para dz = 0,1 m o erro € similar e independente
de dt. Reduzindo-se dz o erro também reduz, mas é
limitado ao refinamento no espaco. Novamente a
conclusao que se chega é que o erro é mais influen-
ciado pelo refinamento temporal do que espacial.
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Figura 9 — Erros no calculo do fluxo na base para
dz=0,01 medz=0,00l m
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Figura 10 — Erro médio relativo do fluxo em z =0

CONCLUSOES

O método dos volumes finitos € eficiente na
solucao da equacao de Richards, comparado com a
solucao analitica. Os erros numéricos diminuem
conforme o avanco do cdlculo no tempo, tanto os
erros da varidvel dependente quanto das varidveis
secunddrias, calculadas a partir daquela. Os erros
apresentam reducao mais significativa com o refi-
namento no tempo do que no espago.

O balanco de massa do sistema também é
mais sensivel as mudancas no passo de tempo do
que no de espaco, tendendo mais rapidamente a
unidade (que indica conservacao total) quanto me-
nor o passo de tempo. Mannich (2008) comparou o
balanco de massa pelo método dos volumes finitos e
das diferencas finitas, demonstrando que o primeiro
€ muito mais eficiente na conservacao da massa e
menos variavel em relacao ao refinamento da ma-
lha.

O tempo de processamento varia de acordo
com a configuracao da maquina e o refinamento da
malha. Mannich (2008) comparou os resultados do
tempo de processamento do método dos volumes
finitos com o método das diferencas finitas, para um
mesmo refinamento, sendo o método dos volumes
finitos sempre superior em tempo de processamen-
to, especialmente nos casos 4, 7 e 8.

Os erros seriam menores caso fosse solucio-
nada numericamente a equacao (1) linearizada a-
través das equacoes (2) e (3). A solucao da equacao
linearizada elimina o problema do cdlculo da con-
dutividade hidraulica na interface entre os volumes
de controle, reduzindo a nao linearidade. Esta ana-
lise sera objeto de um préximo estudo.
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Numerical Errors of the Richards Equation Using
the Finite Volumes Method

ABSTRACT

The Richards equation is a non-linear partial
differential equation that governs the process of infiltration
and flow in unsaturated soils. An analytical solution is
used to evaluate the accuracy and performance of the equa-
tion solution using the finite volumes method. The lower
boundary condition is a prescribed pressure head and the
upper boundary condition is a constant flow rate. Nine
cases were simulated by varying the mesh refinement in
time and space. The temporal evolution of the errors be-
haves similarly to an advective-diffusive process, propagat-
ing the error in the direction of flow and attenuating it as

time advances. Errors and mass conservation are indepen-
dent of the space grid and are much improved when reduc-
ing the time step. The behavior of secondary variables error
is the same.

Key-words: Finite volumes; Richards equation; analytic
solution; numerical errors.
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